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УСТАНОВИВШИЕСЯ КОЛЕБАНИЯ СОСТАВНЫХ ТЕЛ 
Дан обзор работ по расчетам напряженного состояния при установившихся 
колебаниях изотропных и анизотропных составных тел для различного вида сило­
вого нагружения, с учетом влияния физически нелинейных и неоднородных свойств 
материалов. Рассмотрены крутильные колебания тел вращения Цилиндр, конус, 
полусфера), продольные колебания пластинок, поперечные колебания плит, ради­
альные колебаниях сфер. Работы выполнены на кафедре теоретической и при­
кладной механики Приазовского государственного технического университета. 
Практически любые детали машин испытывают динамические нагружения. Наиболее 
широкий класс таких нагружений и приводящихся к ним вследствие внутреннего трения - ус­
тановившиеся колебания. С другой стороны, требования развивающихся отраслей техники 
приводят к необходимости наиболее полного использования прочностных свойств материалов. 
Для этого, в случае использования тел в агрессивных средах и в ряде других случаях целесооб­
разно выполнять тела составными. Материалы, составляющих тело областей, могут обладать 
различными механическими характеристиками. Поэтому важной задачей при проектировании 
конструкций является исследование напряженно-деформированного состояния, определение 
собственных частот при колебаниях составных элементов конструкций и подбор более рацио­
нальных конструктивных параметров. 
В настоящее время имеется значительное количество статей, монографий и учебников, 
посвященных развитию методов решения и решению конкретных динамических задач дефор­
мирования элементов конструкций. Анализ этих работ позволяет выделить следующие матема­
тические методы решения задач о колебаниях: интегральные преобразования, метод разделения 
переменных, метод плоских волн, метод рядов, конечно - разностный метод, метод конечных 
элементов и другие. 
В статье [1] предложено уравнения вынужденных колебаний решать разложением сме­
щения в ряд по степеням параметра инерции. Автор этим методом на примере балки в виде 
клина предлагает определять собственные частоты. Если решение обрывается, то для лучшей 
аппроксимации используется метод цепных дробей. 
Независимо A . C . Космодамианским [2] также предложено для решения задач установив­
шихся колебаний использовать малый параметр, зависящий от механических характеристик 
материала и частоты нагружения. В этом случае решение сводится к рекуррентной последова­
тельности задач, причем в нулевом приближении имеем статическую задачу, решение которой 
или известно или может быть найдено известными методами. В [3] указанный метод обобщает­
ся для случая составных тел. 
Дальнейшему развитию этого метода применительно к задачам колебаний составных тел 
и посвящен настоящий обзор. 
Крутильные колебания тел вращения. Рассмотрим упругое однородное составное тело, 
ограниченное несколькими коаксиальными поверхностями вращения и плоскостями торцов. 
Каждая из областей изготовлена из различных материалов, обладающих ортотропными свойст­
вами, причем ось анизотропии совпадает с продольной осью вращения Oz и плоскости изотро-
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пии, проходящие через каждую точку тела, нормальны к этой оси. Области спаяны или склеены 
по соответствующим поверхностям без предварительного натяга. На тело действуют поверхно­
стные усилия, распределенные по наружным поверхностям и нормальные к оси анизотропии. 
По торцам распределены усилия, приводящиеся к скручивающему моменту Все нагрузки 
пульсируют с круговой частотой ю и вызывают установившиеся колебания тела. 
Пусть поперечные сечения не искривляются и перемещения в радиальных направлениях 
отсутствуют, то есть каждое поперечное сечение поворачивается вокруг оси, не изменяя своего 
диаметра. В этом случае 
рой для ряда тел вращения (цилиндр, конус, полусфера) в случае изотропных свойств материа­
лов приведены в [4], а для анизотропных тел вращения, но частного случая закрепления в [5]. 
В статье [6] рассмотрены простейшие случаи крутильных колебаний кольцевого цилинд­
рического стержня, скручиваемого боковой нагрузкой. Рассмотрены случаи крутильных коле­
баний сплошного цилиндра, когда нагрузка приложена к его торцам и распределена по линей­
ному закону и когда распределена линейно по одному из торцов и равномерно по боковой по­
верхности. Исследованы крутильные колебания полого круглого цилиндра нагрузкой, прило­
женной равномерно на боковых поверхностях и линейно по одному из торцов. В этих случаях 
функция перемещений может быть представлена с помощью элементарных функций. 
В статье [7] решение задачи крутильных колебаний цилиндрического вала обобщается на 
случай вала, выполненного из любого числа слоев, выполненных из ортотропных материалов с 
различными характеристиками. Рассмотрен случай, когда по боковым поверхностям цилиндра 
приложены касательные усилия, распределенные по его длине по произвольному закону. Один 
из торцов жестко защемлен, а другой свободен от закрепления и нагрузки. Построены аналоги 
функций податливости при кручении вала, которые эффективно использовать, если число слоев 
составляющих цилиндр велико. Приведены зависимости удельной энергии деформации от час­
тоты нагружения и вдоль радиуса сечения для четырехслойных, двухслойных и однослойных 
валов. 
В работе [8] кратко дан анализ существующих методов исследования произвольных ко­
лебаний конечных цилиндрических валов, а в [9], [10] предложено решение рассмотренных 
выше задач для случая неустановившихся колебаний. Внешнее нагружение представляется в 
виде ряда Фурье и решение строится для каждой гармоники. Для каждой гармоники в решении 
удается перейти от бесконечных сумм к элементарным функциям и функциям Бесселя. 
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В работах [11], [12] сделаны попытки применить метод разложения в ряд по параметру к 
задачам кручения валов некруглого поперечного сечения, в частности к валам прямоугольного 
поперечного сечения. 
В статье [14] предлагается решение задачи о крутильных колебаниях изотропных кониче­
ских стержней в случае нагружения боковой поверхности касательными усилиями произволь­
ной интенсивности и скручивающими моментами на торцах. Рассмотрены частные случаи на­
гружения: крутильные колебания конуса моментом, приложенным на торце, и линейной на­
грузкой по боковой поверхности и крутильные колебания усеченного конуса моментами, при­
ложенными на торцах. 
В статье [15] рассматриваются установившиеся крутильные колебания многослойных 
усеченных конусов под действием произвольно распределенных по боковой поверхности каса­
тельных усилий. Представив интенсивности нагрузок, приложенных к боковым поверхностям, 
в виде степенных рядов, получим систему линейных алгебраических уравнений для определе­
ния неизвестных постоянных. Рассмотрены десятислойные, двухслойные и однослойные конуса 
для которых представлены графики зависимостей удельной энергии деформации от частоты 
нагружения, количества слоев, вдоль радиуса сечения и образующей конуса. 
В статье [16] обобщаются полученные ранее результаты на случай конуса, выполненного 
из ортотропного материала, для произвольного случая распределения касательных усилий по 
боковой поверхности. В выражении для функции перемещений удается перейти от бесконечных 
сумм к элементарным функциям и функциям Бесселя. Для частных случаев нагружения, анало­
гично [14], приведены графики зависимостей удельной энергии деформаций от частоты нагру­
жения и постоянной анизотропии, позволяющие наблюдать явление резонанса. 
В статье [17] рассмотрена задача о крутильных колебаниях полой полусферы под дейст­
вием произвольно приложенной на ее поверхности нагрузки. Переходя к специальной системе 
координат, строим решение в произвольном приближении. Решение получено в виде бесконеч­
ных сумм, в которые входят производные от сферических полиномов Лежандра и конической 
функции. Внешнее нагружение раскладывается в соответствующие ряды и после удовлетворе­
ния граничным условиям, получена система алгебраических уравнений для определения неиз­
вестных постоянных. Для частного случая нагружения исследуется зависимость удельной энер­
гии деформации от частоты нагружения, по дуговой координате, по радиусу полусферы, от 
радиуса ее внутренней поверхности. 
В статье [18] аналогичная задача решена для случая полусферы, выполненной из различ­
ных изотропных материалов. 
Продольные колебания пластинок. 
Рассмотрим упругое однородное тело, ограниченное цилиндрическими поверхностями и 
плоскостями торцов. Пусть его поперечное сечение состоит из криволинейных колец 
ограниченных гладкими контурами Области изготовлены из однородных раз­
личных и изотропных материалов. Кольца спаяны или склеены по соответствующим поверхно­
стям без предварительного натяга. На тело действуют поверхностные усилия, распределенные 
по цилиндрической поверхности и нормальные к оси тела. Все нагрузки пульсируют с частотой 
со и вызывают установившиеся колебания тела. 
Предположим, что длина тела бесконечна и усилия, распределенные по боковым поверх-
349 
В статьях [21]. [22] изложенный выше метод был реализован для исследования устано­
вившихся продольных колебаний изотропной пластинки, в первой работе при решении волно­
вого уравнения, а во второй - при решении уравнений в перемещениях. Рассмотрены случаи 
нагружения нормальной и касательной нагрузкой. Проведены численные исследования для 
пластинок из двух областей. Представлены графики, характеризующие зависимость напряже­
ний и удельной энергии деформации от геометрических и жесткостных параметров, а также от 
частоты нагружения. 
В статье [23] решена задача, рассмотренная выше, но с учетом неравномерного темпера­
турного поля. Функция температуры выражается через функцию комплексного переменного, 
которая определяется из условий на границах областей. Для круглой пластинки исследовано 
влияние частоты нагружения и температуры на удельную энергию деформации. 
В статье [24] предложен подход к решению затухающих колебаний пластин. Представляя 
специальным образом компоненты вектора перемещений и дважды применяя метод разложения 
по параметру, сводим задачу к решению систем линейных алгебраических уравнений. Для 
кольцевой пластинки построены графики зависимостей удельной энергии деформации от вре­
мени для различных значений коэффициента сопротивления. 
В работах [26] - [28] рассмотрен случай, когда материалы областей обладают физически 
нелинейными свойствами согласно [25]. Для решения задачи используется метод последова­
тельных приближений. Проведено сравнение решения в нулевом приближении (линейная зада­
ча) и в первом приближении. Рассматривается случай плоской деформации и плоского напря­
женного состояния. Показано влияние нелинейности свойств материала на характеристики 
колебаний. 
В статье [29, 30] дано обобщение решения задачи установившихся продольных колеба­
ний составных круглых пластинок под действием нагружения произвольной интенсивности. 
Задача решается с помощью аппарата теории функций комплексного переменного, что делает 
возможным использовать полученные решения и для тел, ограниченных другими контурами. 
Исследованы пластинки, состоящие из двух колец под действием нагрузки, имеющей четыре 
оси симметрии. Построены графики зависимостей удельной энергии деформации от частоты 
нагружения, отношения модулей сдвига материалов, радиуса внутренней окружности и вдоль 
дуговой координаты. Дан анализ полученных результатов. 
В статье [31] рассмотрен случай продольных колебаний составных пластинок с большим 
числом составляющих их колец. Построены аналоги функций податливости, применение кото­
рых эффективно в случае, когда пластинка состоит из большого числа колец, а также в случае, 
когда нужно исследовать напряженно-деформированное состояние не всей пластинки целиком, 
а какого-либо из колец или группы колец. Приведены распределения удельной энергии дефор­
мации по радиусу пластинки и от частоты нагружения для пластинки, состоящей из пяти ко­
лец. Проведено сравнение с пластинками, выполненными из одного материала. 
В статье [32] рассмотрены установившиеся колебания составной пластинки, области ко-
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торой выполнены из материалов механические характеристики которых зависят от координат. 
Для решения используется метод последовательных приближения. В каждом приближении 
задача решается с использованием комплексных переменных. Зависимость модуля сдвига от 
координат принята такой: - произвольные постоянные. Для 
пластинки, состоящей из двух колец, получены зависимости удельной энергии деформации от 
частоты нагружения и от постоянной, характеризующей степень неоднородности материала. 
В работах [33], [34] решение предыдущей задачи используется в случае, когда число об­
ластей, составляющих пластинку велико. Для пластинки, состоящей из пяти круговых облас­
тей, исследовано распределение удельной энергии деформации от частоты нагружения и влия­
ние неоднородности свойств материала. 
В работе [35] показана возможность использования метода разложения в ряд по парамет­
ру для исследования установившихся продольных колебаний круглых пластинок, ослабленных 
симметрично расположенными отверстиями. 
В статье [36] рассматриваются продольные колебания пластин, материалы которых обла­
дают цилиндрически анизотропными свойствами. Задача решается в полярной системе коорди­
нат. Построены аналоги функций податливости. Для пластины, состоящей из пяти областей, 
построены графики зависимостей радиальных и тангенциальных напряжений по радиусу пла­
стинки и от частоты нагружения. Проведено сравнение с пластинками , выполненными из од­
ного материала 
В статье [37] проведено сравнение решения, полученного методом разложения в ряд по 
степеням параметра и известного решения с использованием функций Бесселя для цилинд­
рически анизотропных пластинок. Показано, что полученные решения могут быть преобразо­
ваны к функциям Бесселя. Для пластинки, состоящей из двух колец с различными механиче­
скими характеристиками, приведены графики распределения удельной энергии деформации от 
частоты нагружения и вдоль радиуса пластины для различной степени анизотропии. 
Поперечные колебания плит. 
части плиты изготовлены из однородных различных изотропных или анизотропных материа­
лов. Они спаяны или склеены по соответствующим боковым поверхностям без предварительно­
го натяга. Эти части плиты нагружены произвольной поперечной нагрузкой пульси­
рующей с частотой со и вызывающей установившиеся колебания всей плиты. 
Принимая гипотезу Кирхгофа о прямых нормалях, получим следующие уравнения 
относительно прогиба для плит постоянной толщины: 
терный размер области. Проделав преооразования описанные выше, получим рекуррентную 
последовательность уравнений, нулевое приближение которых представляет собой статическую 
задачу. 
В статье [38] приведено решение задачи об установившихся колебаниях составных изо­
тропных плит. Задача решается с использованием функций комплексной переменной. Для 
двухслойной кольцевой плиты, внутренний контур которой защемлен, а внешний свободен, 
находящейся под действием нагружения постоянной интенсивности, построены графики изме­
нения удельной энергии деформации от частоты нагружения и вдоль радиуса в сравнении с 
плитой из одного материала. 
В статьях [39], [40] решена задача об осесимметричных поперечные колебания составных 
тонких круглых плит, материалы областей которых обладают цилиндрической анизотропией. 
Задача решается в полярной системе координат. Построены аналоги функций податливости. 
Численное исследование проведено для плиты, состоящей из двух областей. Построены графи­
ки изменения радиальных и тангенциальных изгибающих моментов по радиусу плиты и от 
частоты нагружения. Проведено сравнение с плитой, выполненной из одного материала. 
В статье [41] обобщается решение предыдущей задачи на случай произвольного закона 
нагружения составных круглых плит. Исследована плита, состоящая из двух колец, у которой 
внешний контур принимался свободным, а внутренний - жестко защемлен. Построен график 
изменения прогиба от частоты нагружения. 
В работах [42] - [44] рассматриваются поперечные колебания плит, состоящих из не­
скольких скрепленных между собой прямоугольных полос, изготовленных из различных орто-
тропных материалов. Предполагается, что две грани плиты свободно оперты, а на двух других 
граничные условия произвольны. В нулевом приближении имеем задачу Мориса-Леви. Прове­
дены численные расчеты для плиты, состоящей из трех полос с двумя защемленными гранями. 
Показаны графики изменения прогиба в центре плиты от частоты колебаний. 
В статье [45] дается решение задачи об установившихся колебаниях составных плит пе­
ременной толщины, материалы которых обладают цилиндрической анизотропией. Рассмотрен 
случай, когда толщина каждого кольца может меняться по степенному закону. Численные ис­
следования проведены для плит, состоящих из двух колец с различными законами изменения 
толщины. Для этих случаев приведены графики изменения максимальных значений радиаль­
ного изгибающего момента от частоты нагружения. 
Радиальные колебания сфер. 
Рассмотрим составную сферу, состоящую из областей ограничен­
ных радиусами Слои сферы изготовлены из однородных различных сфери­
чески анизотропных материалов. Они спаяны или склеены по соответствующим поверхностям 
без предварительного натяга. Внешний и внутренний контуры сферы нагружены произвольной 
нагрузкой, пульсирз'ющей с частотой ю и вызывающей ее установившиеся колебания. 
Для определения напряженно-деформированного состояния такой сферы для каж­
дой из областей запишем уравнения движения в сферической системе координат в случае цен­
тральной симметрии: 
трансверсально изотропная сфера: 
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ласти, получим рекуррентную последовательность уравнении. 
В статье [46] решена задача центральносимметричных колебаний многослойной сферы. 
Решение в нулевом приближении получено методом последовательных приближений. Получе­
ны выражения аналогов функций податливости для данной задачи, которые эффективно ис­
пользовать в случае, когда число слоев велико. Для двухслойной сферы приведены графики 
распределения удельной энергии деформации вдоль радиуса и от частоты нагружения. Дано 
сравнение с однослойной сферой. 
В статье [47] дано решение аналогичной задачи в случае, когда слои сферы выполнены из 
различных трансверсально изотропных материалов. Получены выражения аналогов функций 
податливости для данной задачи. Для трехслойной сферы представлены графики распределе­
ния удельной энергии деформации вдоль радиуса и от частоты нагружения. Дано сравнение с 
однослойной сферой. 
В статье [48] рассматриваются установившиеся колебания многослойной сферы, слои ко­
торой выполнены из неоднородных материалов. Рассмотрен случай, когда модули сдвига слоев 
пропорциональны заданной степени расстояния от центра сферы. Как частный случай рассмот­
рен случай сферы, выполненной из однородных материалов, для которой удается записать ре­
шение в виде тригонометрических функций. Исследована двухслойная и четырехслойная сфе­
ры, для которых построены графики изменения удельной энергии деформации от частоты на­
гружения и вдоль радиуса сферы для различных показателей неоднородности материалов. 
В статье [49] дан обзор работ, выполненных по установившимся колебаниям сфер с уче­
том анизотропных и неоднородных свойств материалов слоев, температурных воздействий. 
Построены аналоги функций податливости для этих задач. Приведены числовые результаты 
для различных случаев свойств материалов. 
В работах [50], [51] рассмотрен случай произвольного по времени нагружения составных 
изотропных сфер. Предлагается внешнее нагружения разложить в ряд Фурье и находить реше­
ние аналогично [48] по каждой гармонике, которое может быть представлено в элементарных 
функциях. Приведены графики зависимостей удельной энергии деформации вдоль радиуса 
сферы в определенный момент времени и максимальной удельной энергии деформации от вре­
мени. Проведено сравнение для двухслойной и однослойной сфер. 
Выводы 
Предложенный метод решения задач установившихся колебаний может быть применен 
для любых составных тел, составленных из областей с различными механическими характери­
стиками и при действии любого вида нагружения. Использование аналогов функций податли­
вости позволяет эффективно решать задачи с большим числом областей, а также в случае ис­
следования части тела. Метод дает возможность не только исследовать напряженное состояние 
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тел, возникающее при их колебаниях, но и приближенно находить собственные частоты коле­
баний используя зависимости характеристик напряженно-деформированного состояния от час­
тоты нагружения. 
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